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Ранее [1—4] была поставлена задача рассмотре-
ния физической сущности процесса теплообмена 
между слоем расплава и движущимися газовыми 
пузырьками при донной продувке расплава в пе-
чи-ковше. Анализ процессов теплообмена в слое 
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расплава позволил подойти к идее построения 
модели теплового режима печи-ковша с исполь-
зованием параметра, характеризующего степень 
газонаполненности (несплошности) слоя расплава 
и определяемого как отношение объема пузырей к 
объему слоя расплава (ϕ, м3/м3). В рамках приня-
того физического подхода к решению задачи вне-
шнего теплообмена введено понятие объемного 
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коэффициента теплоотдачи (αv, Вт/(м3·град)) для 
слоя расплава, продуваемого газом:
αv = αFF, 
где αF — коэффициент теплоотдачи от газа к по-
верхности макрочастиц расплава; F — поверхность 
макрочастиц расплава единицы объема слоя, м3/м3. 
В нашем случае F — это поверхность пузырей в 
единице объема расплава. 
Закономерность формирования температурно-
го поля в слое расплава при его нагреве движущи-
мися газовыми пузырями с параметром ϕ и попе-
речным сечением 1 м2 можно формализовать сле-
дующим образом.
Через элементарный слой dy, состоящий из мак-
рочастиц расплава, газ проходит за время dτ, имея 
скорость на свободное сечение, равную Wг = ϕω
–
г. 
При допущении, что скорость движения газовых 
пузырей постоянна и равна ω–г = 1/2(0,44 + 0,507) =
= 0,475 м/с [3], а расплав имеет бесконечно боль-
шую теплопроводность, изменение теплосодержа-
ния газа в элементарном слое расплава определя-
ется изменением его по направлению потока газов 
(по dy) и по времени (по dτ):
  (1)
Так как ∂y/∂τ = ωг, м/с; ϕωг = Wг; cг — теплоем-
кость газа, Дж/(кг·град); ρг — его плотность, кг/м3, 
то выражение (1) можно записать в следующем виде:
  (2)
Это же количество тепла, которое отдает газ 
при нагреве слоя расплава, равно
  (3)
Приравнивая (2) и (3) и принимая адиабатичес-
кий процесс нагрева расплава, т.е. d2Qпотерь = 0, по-
лучаем
  (4)
Аналогично, рассматривая теплообмен со сто-
роны слоя расплава и учитывая, что изменение 
теплосодержания макрочастиц расплава будет 
происходить в элементарном слое только во време-
ни (по dτ), можно записать:
  (5)
где 
Здесь  — массовая теплоемкость расплава, 
Дж/(кг·град), а  — 
теплоемкость расплава, возникающая за счет про-
текания химических реакций, где ∑qхим — суммар-
ный тепловой эффект реакций окисления (восста-
новления), Дж.
Систему уравнений (4) и (5) дополняем краевы-
ми условиями:
Приближенная математическая модель тепло-
вого режима окончательно будет иметь вид
  
(6)
Численное решение системы (6) находим при 
следующих допущениях:
— газовые пузыри равномерно распределены по 
сечению слоя расплава и сохраняют в объеме рас-
плава сферическую форму с диаметром, равным 
среднему значению 13,57 мм [4];
— расплав неподвижен, средняя скорость дви-
жения газовых пузырей постоянна по высоте и 
равна ω–г = 0,475 м/с;
— химические превращения в объеме расплава 
отсутствуют, т.е. ;
— величина F однозначно определяется пара-
метром ϕ и геометрическим размером пузыря Rпуз. 
Действительно:
  (7)
а 
  (8)
где n — мгновенное количество пузырей в объеме 
расплава; ∑Vпуз — суммарный объем пузырей, м3; 
∑Fпуз — суммарная поверхность пузырей, м2.
Решая совместно (7) и (8) относительно F, по-
лучим
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Автор [5, 6] предлагает широкую статистику па-
раметров пузырей при продувке, а в [7, 8] представ-
лены данные об изменении газонаполненности 
расплава по высоте и во время проведения различ-
ных технологических операций, которые коррели-
руют с расчетными данными [1]. Соответственно 
принимаем величину ϕ = 11,3 %, что согласуется с 
реальной обстановкой эксперимента. 
С учетом методики [9] найдем численные оцен-
ки коэффициентов системы (6) (расплав продува-
ется воздухом): 
1) 
где αF = Nuλ/dпуз. 
Критерий Нуссельта определяем по уравне-
нию [10]:
После подстановки численных значений теп-
лоемкости и коэффициента теплопроводности для 
средней по массе температуры расплава t–распл =
= 1200°С [11] получим Re = 28,8, Pr = 0,724, Nu =
= 4,894, αF ≈ 3,016Вт/(м2·град).
Окончательно получим: 
2) 
где ρг0, Wг0 — плотность и скорость движения газа, 
приведенные к нормальным условиям.
В соответствии с данными работы [1] примем
ρг0 = 1,27 кг/м3, 
ρраспл = 7790 кг/м3, 
Wг0 = ϕω
–
г = 0,475ϕ  м/с,
сраспл = 513,9 Дж/(кг·град), свозд = 1210 Дж/(кг·град) 
для t– = 1200°С  [11, 12].
В итоге получаем систему вида
  
(9)
С учетом численной оценки теплофизических 
параметров система уравнений теплообмена све-
лась к следующей:
  
(10)
Решение этой системы выполнено при следую-
щих значениях определяющих параметров:
ϕ = 0,1; 0,15; 0,2; 0,5,
tг0, °С = 1500, 1600, 1800, 2000,
τ = 0, tраспл = tнач = 1100 °С.
Для того чтобы свести (10) к стандартному виду 
и определить безразмерные параметры, преобра-
зуем (10):
Из второго уравнения сразу следует общее вы-
ражение для безразмерного времени:
  (11)
Что касается первого уравнения, то здесь необ-
ходимо отметить два обстоятельства [13, 14]. Во-
первых, первое слагаемое этого уравнения значи-
мо лишь при τ < ϕy/Wг (т.е. пока газ не дойдет до 
горизонта y), а следовательно, для реальных усло-
вий работы ковша его можно без потери точности 
расчетов отбросить (Н = 1,812 м, τнагрева = 3,75 ч =
= 13500 с; Wг = 0,475ϕ). Во-вторых, безразмерная 
высота слоя Y = y/0,0500183 определяется неза-
висимо от количества пузырьков (в отличие от 
безразмерного времени). При этих условиях тем-
пературы газа и расплава описываются уравне-
ниями
  (12)
Здесь ϑ = (tраспл – tнач)/(tг0 – tнач); θ = (tг – tнач)/(tг0 –
– tнач).
Для полной высоты расплава Н = 1,812 м значе-
ния безразмерной высоты будут следующие:
y, м ....0   0,302    0,604    0,906    1,208     1,510     1,812 
Y ....... 0   6,038   12,076   18,113   24,151   30,189   36,267
Значения безразмерного времени определяют-
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ся заданным объемом пузырей. При ϕ = 0,1 имеем 
Z = 4,05037τ:
τ, с ........ 0       2700      5400      8100      10800     13500
Z ............ 0      1,094      2,187      3,281      4,374      5,468
Вычисления по (12) можно производить в рам-
ках пакета «Mathcad» любой версии. Температуры 
газа и расплава при tг0 = 1500 °С для данного значе-
ния ϕ представлены в табл. 1. 
Дальнейшие расчеты можно не продолжать — 
уже четко видно, что при заданном расходе газа 
расплав не прогреется. Повышение температуры 
газа на входе в ковш незначительно изменяет тем-
пературу расплава в силу малости его количества. 
Это хорошо иллюстрируют и данные рис. 1, пока-
зывающие изменение безразмерных температур 
газа по высоте ковша.
Можно видеть, что теплоты газов практически 
хватает только на изменение состояния расплава в 
нижней трети объема ковша.
С увеличением доли газов до уровня ϕ = 0,2 кар-
тина существенно не меняется, поскольку даже при 
tг0 = 2000 °С температура газа на выходе из расплава 
остается равной начальной температуре расплава.
При ϕ = 0,5 положение существенно изменя-
ется. Теперь теплоты газового потока хватает для 
прогрева расплава даже при tг0 = 1500 °С. Это хоро-
шо видно из данных рис. 2, являющегося полным 
аналогом рис. 1. В данном случае безразмерное 
время определяется как Z = 0,00364533τ.
Очевидно, минимально допустимый объем газа 
является функцией температуры расплава на по-
верхности слоя.
Изменение температур расплава для ϕ = 0,5 
представлено на рис. 3.
Для исследования зависимости средней темпе-
ратуры расплава (заданная t–распл = 1250°С) от па-
раметров продувки продолжительность продувки 
принималась в интервале τ = 1,0÷1,5 ч. Поскольку 
безразмерная высота слоя расплава в ковше (Y =
Таблица 1
Изменение температуры (°С) газа и расплава во времени
Z 
Y 
0 1,094 2,187 3,281 4,374 5,478
0 1100/1500 1366/1500 1455,1/1500 1485/1500 1495/1500 1498,3/1500
6,038 1100/1100,95 1105,3/1115,2 1123,2/1146,35 1155,7/1191,46 1199,8/1243,9 1250,1/1297,1
12,076 1100/1100 1100,1/1100,23 1100,6/1101,52 1102,5/1105,38 1107,4/1113,58 1116,6/1127,6
18,113 1100/1100 1100/1100 1100,01/1100,03 1100,07/1100,17 1100,3/1100,65 1100,95/1101,86
24,151 . . .
·
·
·
Примечание. В числителе – температура расплава, в знаменателе – температура газа, °С.
Рис. 1. Изменение температуры газа по высоте расплава 
в различные моменты времени при доле газа ϕ = 0,1
1 – Z = 0; 2 – 1,094; 3 – 2,187; 4 – 3,281; 5 – 4,374; 6 – 5,468
Рис. 2. Изменение температуры газа по высоте расплава 
в различные моменты времени при ϕ = 0,5
1 – Z = 0; 2 – 9,842; 3 – 19,685; 4 – 29,527; 5 – 39,370; 6 – 49,212
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= y/0,0500183) не зависит от газонасыщенности (ϕ) 
и температуры газа на входе (tг0), то значение сред-
ней температуры расплава во всех случаях будет 
определяться по единому выражению:
При ϕ = 0,1 получаем Z = 4,05037⋅10–4τ; ϕ = 0,15 — 
имеем Z = 6,432935⋅10–4τ; ϕ = 0,2 — Z = 0,000911333τ; 
ϕ = 0,5 — Z = 0,00364533τ. Тогда для одинаковых мо-
ментов времени при различных ϕ получаем табл. 2.
Для указанных в табл. 2 величин Z при различ-
ных наборах параметров продувки и среднем зна-
чении времени нагрева (τ = 1,25 ч) статистическая 
обработка дает следующий полином для определе-
ния средней температуры расплава, °С:
t–распл = 1231,133 – 1614,243ϕ – 0,072tг0 +
+ 765,789ϕ2 + 1,031ϕtг0 – 4,801·10–9⋅tг02.
Графическая иллюстрация этой зависимости 
представлена на рис. 4, а.
Нетрудно заметить (см. рис. 4, а), что требуемая 
средняя температура расплава (1250 °С) достигает-
ся в диапазоне ϕ = 0,25 и tг0 = 2000 °С; ϕ = 0,45 и tг0 =
= 1500 °С. Можно рассмотреть и другие сочетания 
этих параметров, например ϕ = 0,35 и tг0 = 1700 °С.
Если задать время продувки, то расчеты сущест-
венно упрощаются и становятся более надежны-
ми. В частности, при длительности нагрева τ = 1 ч 
имеем данные, хорошо аппроксимируемые урав-
нением
t–распл [°С] = 1206,764 – 1305,325ϕ – 0,058tг0 +
+ 624,18ϕ2 + 0,831ϕtг0 + 3,14⋅10–8tг02.
Графическая иллюстрация решения этого урав-
нения приведена на рис. 4, б.
А для времени продувки и нагрева τ = 1,5 ч со-
ответственно имеем
Рис. 3. Изменение температуры расплава во времени 
на различных горизонтах ковша при ϕ = 0,5
1 – Y = 0; 2 – 6,038; 3 – 12,076; 4 – 18,113; 5 – 24,151; 6 – 30,189; 
7 – 36,267
Рис. 4. Средняя температура расплава 
(цифры на кривых, °С) в зависимости от начальной 
температуры газа (tг0) и доли газовых пузырьков 
в расплаве (ϕ) при длительности нагрева 1,25 ч (а), 
1,0 ч (б) и 1,5 ч (в)
Таблица 2
Расчетные величины безразмерного времени (Z) 
в зависимости от длительности продувки (τ) 
и газонаполненности расплава (ϕ)
ϕ
τ, ч 0,10 0,15 0,20 0,50
0,5 0,729067 1,159083 1,640398 6,561594
1,0 1,458133 2,318166 3,280797 13,123188
1,5 2,187200 3,477249 4,921196 19,684782
2,0 2,916266 4,636332 6,561594 26,246376
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t–распл = 1256,704 – 1952,49ϕ – 0,084tг0 +
+ 932,594ϕ2 + 1,243ϕtг0 – 7,616⋅10–7tг02.
Этому уравнению соответствует рис. 4, в.
Заключение
Анализ рисунков и аппроксимирующих урав-
нений имеет четкие физические обоснования: чем 
больше время нагрева, тем сильнее кривая t–распл = 
=1250 °С сдвигается в сторону меньших ϕ. 
Таким образом, мы видим типичные законо-
мерности теплообмена в неподвижном слое, и 
проблема дальнейших расчетов состоит в опреде-
лении параметров продуваемого газа (количество 
и температура), минимально необходимых для 
выполнения операции рафинирования расплава 
черновой меди.
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